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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES GENERALES
SESSION DE 1990 Durék : 6 heures CONCOURS EXTERNE

Calculatrice électronique de poche — y compris calculatrice programmable et alphanumérique — d fonc-
tionnement autonome, non imprimante, autorisée conformément d la circulaire n® 86-238 du 28 juillet 1956.

La clarté et lu précision de la rédaction seront prises en compte dans lappréciation de la copie.

NOTATIONS ET DEFINITIONS

Tout espace vectoriel de dimension finie sur R est muni de la topologie associée a l'une quelconque de
ses normes, '

Si ¥ est un espace vectoriel réel euclidien de dimension finie, on note (x1y) le produit scalaire de deux
vecteurs xet yde ¥ et llxlh = [{x7x) la norme euclidicnne de x.

On associe a toute famille finie (x, x,, ..., x, ) de ¥ sa matrice de Gram, G (%), X3y .., ), définie par:

G(x,, X,..., %) = ((x1x;)).

On note id I'application linéaire identité de ¥.

fg désigne la composée fo g de deux éléments de £ (¥'), et on définit f*, pour tout k de N, par: f°=id
etYAEN, fA*1 = fhof

ker (f), im (f), det (f). rg (f) désignent respectivement le noyau, Fimage, le déterminant et le rang d'un élé-
ment fde .2 (¥).

On munit #(¥') de la norme usuelle d’opérateurs déduite de celle de ¥* (on rappelle que, si f appartient
AL (V) 0f1 = sup (IfF(x)N).

hxil £ 1
Si f appartient a & (¥’), on définit son polynome caractéristique %y par:
Vh €ER, x{(A) = det(hid—f).
On note p (f) le rayon spectral de £, c’est-a-dire le plus grand module des racines réelles ou complexes de
% (onconviendra, lorsque ¥ =10}, que x,= 1 et p (f) = 0).

" On admettra que :

(p(f) < 1)e ( lim fr'-——o)a(aker\: LHFAE < 1),

- 4+
\p+

On note f* lopérateur adjoint de f.

On définit les sous-ensembles suivants de &2 (%)

A(F) ={f€ L) IIfis1})
A ) =€ 20 1plf) < 1]
PV ={fE AN rglid—F*fy< 1!
G, 1) ={fs CMIpiN< 1!
Onnote G(V)le groupe erthogonal de ¥7
On note & (7)) Pespace vectoriel des endomorphismes symétriques de 7. On note FH7) la partic de
% (¥) constituée des endomorphismes symétriques positifs : on dit qu'un endomorphisme fde & (7) e\:st positif
(resp. défini positif) si et seulement si f vérifie : :

Yxe ¥ (x1f(x))20 " (resp.Vx€ ¥\{0}, (x| f(x)) > 0).

#, (R) désigne I'ensemble des matrices carrées d’ordre & a coefficients réels. On note I, la matrice iden-
tité d’ordre k.

On identifie R* avec I'ensemble des matrices colonnes a k lignes, et les éléments .de 4 (R‘) avec leur
matrice dans la base canonique de R* notée (E, , E,, ..., E;). R* est muni du produit scalaire canonique, de tslle
sorte que si A appartient a .#; (R), A* s'identifie avec la matrice transposée de A. On notera également X* la
matrice ligne transposée de la matrice colonne X de R*.
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R [T] désigne I'algébre des polynémes a une indéterminée T sur R.

SiP(T)=T~a,_,T*"' — ... — a,T — a, est un polyndme unitaire de R [T], on appelle matrice
compagnon de P la matrice C définie par :

o - - - - 0 gq
1 0 - . < 0 q

0

o - . - 0 1 a,._,

Dans tout le probleme, E désigne un espace euclidien de dimension n = 1.

Les parties II, IIT et IV sont indépendantes.

I
Questions utiles pour la suite du probleme.

A. Décomposition d’un élément de # (E).

1. Soit f, appartenant a & (E) définie par f,(x) = («! x) u ol w«est un vecteur donné de E.

a. Vérifier que f, appartienta ¥ * (E).
b. Préciser le rang de f, .
¢. Reconnaitre f, lorsque lull=1.

d. Si B est une base orthonormale de E, et si U est la matrice de « dans la base B, vérifier que la matrice de f,
dans la base B est UU*.

Dans toute la suite du probléme on notera wu® lapplication f,.

2. Soient wet v deux vecteurs de E ; a quelle condition a-t-on 1 ® = vw*?
3. Soit fappartenant 3 % (E). Montrer l'existence d’une base orthonormale (¢, , e,, ..., ¢,) et d'un n-uplet
n .
(A As.... ) deréelstels que f= Z Aee®.

i=4
Ouc représentent pour fles ket les g7 A quelle condition [ est-clic dans 27 (E)?

4. Soit f appartenant 2 ¥ (E). Montrer que f = 0 si et seulementsi Yx € E, (x!f(x)) = 0.
5. Soit f appartenant 3 #* (E) et xun vecteur de E. Montrer que f(x) = O siet seulement si (x| f(x)) = 0.

Soit f appartenant a2 & (E). Montrer que f appartient 3 & *(E) si et sculement s'il existe n vecteurs
(), t43,..., u,) de E tels que :
n
f=2 (TR T

iel

Tournez la page S.V.P.



ABREGATION de MATHEMATIQUES page 3
externe—mathématiques générales 1990 3/¢

B. Caractérisation dés éléments de 7 (E) et de % (E).

1. Soit f appartenant a .# (E).

a. Montrerque Yx&€ E, Il f(x)II> < Ixll Uf*f(x)lh.
Endéduireque Vx € E, Il f(x)Il < iLf*I W xll.

b. Etablir que It fil =1l f*II.
2. Soit f appartenant a £ (E).
a. Vérifier que f*f apparticnt a &7 (E).
b. Montrer que f appartient & & (E) si et seulement si id — f*f appartienta &’ * (E).

3. Soit f appartenanta # (E).
Notons E; = {x €E| Lfx)l=HUxl} ct EF={x€ElLf*(x)U=1Nxll}.

a. Montrer que Il fll =1 si et seulement si E;# {0} .
b. Montrer que E; = ker (id — f*f), E;* =ker (id — ff*).
c. Etablir les égalités suivantes:  f(E) = E*, f*(E* = E;, et dim(E* = dim(E)).

4. Soit f appartenant 3 % (E). Vérifier que f appartient a2 ¢ (E) si et seulement si f* appartient a ¢ (E) etquef
appartient 2 %, (E) si et seulement si f*appartient a €, (E).

5. Soit f appartenanta & (E). Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
i. fappartienta®(E);
ii. ilexiste uappartenant a E tel que id— f*f = wu*;
iii. ilexiste uappartenantaEtelque YXEE, lxliZ—Nf(x)I2 =(ulx)?.
C. Propriétés des matrices compagnons.
Calculer en fonction de P, polynome unitaire de R | T]. le polynome caractéristique et le polvndme mini-
mal de C. matrice compagnon de P.

H

Le but de cette partie est de déterminer les matrices triangulaires inférieures qui sont dans € (R") et, si A
est une de ces matrices, de trouver U appartenant a R" tel quel,— A*A = UU* .

1. Soit As[t 3] appartenant a € (R?). Vérifier que v2 = (1 — A2)(1 — pu?).

cos a

En déduire que les matrices triangulaires inférieures de @ (R?) s'écrivent A = . .
—sinasinf cosf

, avec a
et f3 réels quelconques ; trouver alors U de R* tel que 1, - A*A - uu*.
2. Onsuppose n 2 2. Soient A =(a;)de .#, (R) telle que a;, = 0 pour tout i vérifiant 1 S i< n—1,et
b,
U= de R
b

n

On écrit A = [C* aO ] et U= [ \;V] , avec B appartenant & .4 ,., {R), C et W matrices colonnes de
nn n
R*-1.
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Montrer que I, — A*A = UU*si et seulement s'il existe 8, de R et V de R~ ! vérifiant les égalités suivantes :
a,, =cos(8,), b,=sin(8,), C= —sin(,)V, W=cos(8,)V et I,_, — B*B = VV*,
3. Donner un algorithme permettant de construire une matrice triangulaire inférieure de @ (R") dont les

valeurs propres sont imposées dans [— 1, 1]. En déduire la forme générale de telles matrices et préciser pour
chacune d’entre elles un élément U de R" tel que I, — A*A = UU*,

II

Ftude de 4 (E) et de €, (E).

Dans toute cette partie [Il, f appartient a & (E), E et F sont définis par :
E,={x€ElINf(x)l=lxl},
F ={x€EIVKEN,f'(x)€E],
et on note G 'orthogonal de F dans E.

A. Décomposition d’un élément de & (E).

1. Etablir les propriétés suivantes :
a. F estun sous-espace vectoricl de E ;
b. f([F)=F etf*(F) = F;
¢. flG)cCG.

2. Onnote @ = fi: et Y = fi5, les endomorphismes de F et G induits par f.

a. Montrer que y appartient 2.# (G).
b. Montrer que ¢ appartient i € (F),

¢. Soit x appartenant & E. On suppose que x n'appartient pas & F et on appelle & le plus petit entier naturel
tel que f¥{x) wappartient pas a 5, .

Montrer que ta famille (\ £, L f* () estune famille tibre de E. En déduire que il f*{(xh < Wt
d. Montrer que yp appartient i By (G).
3. Etablir I'équivalence des trois propriétés suivantes :
i. fappartienta #,(E);
i. Wf<i; )

fii. F={0}. B. Caractérisation des éléments de &, (E).

1. On suppose dans cette question que f appartient a @ (E) et que u est un vecteur de E tel que id — f*f = wu®.
a. Montrer que x appartienta F si et sculementsi (vlu) = (f{x)lw) = ...= (""" (xMu)=0.
b. En déduire que f appartienta €, (E) si et seulement si (1, f*(u), ..., (%"~ ! (u)) est une base de E.

2. On suppose dans cette question que f appartient 2 %, (E). Montrer qu'il existe x appartenant 2 E\{0}
tel que : .
=M fl)ll=..=1f""{x)l.

En déduire que : Il f*il = 1 pourtout kde {0,...,n— 1}, eth f*li < 1.

3. Réciproquement, on suppose que f vérifie : I f* I = 1 pour tout kde {0, ..., n— 1}, etll f*iil < 1 .Soit xnon
nul tel que lxit = Il f*~1 (x)}, montrer que (x, f(x), ..., f*~! (x)) est une base de E et que f appartient
a 4, (E). ~
Tournez la page S.V.P,
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C. Etude d’une base adaptée a un élément de %, (E) et de sa matrice de Gram.

On suppose dans toute la fin de cette partic 1l que f est un éliément de 6, (E) et on note C la matrice
compagnon de son polynome caractéristique. :

1. Montrer que 'on peut trouver v, appartenant a E tel que :
BVl =lv Il et My 21 fr(v)H3=1.

On pose alors v, = f(v), v; = f2(v)), ..., v, = f*~" (). Véritier que (v, ..., v,) est une base de E. Donner
la matrice de f dans cette base.

2. Onappelie Q la matrice de Gram G (v, ..., ¥,).
a. Montrer que C*Q C =G (f(v,), f(»,), ..., f(v)).
b. Endéduire que Q- C*QC=E, E*.

Dans woute fa fin du probleme. P désigne un_polynome unitaire de R [T). de degré n dont_toutes les
racines reclies ou complexes sont de module strictement inféricur a | et C est sa matrice compagnon.

v
Résolution dans .#, (R) de I'équation a Vinconnue G : G — C*G C = H.

1. Soit A appartenant a ., (R) telle que A = C*AC. Montrer que A = 0.

o

Soit B appartenant a ., (R).
4. Montrer qu'il existe une unique matrice A dans .#, (R) telleque A—C*AC=B.

+ oo
b. Etablir que A= . (C*)?B(Cy.
p=10
3. Soit H appartenant a8 & * (R"), et G de .#, (R) vérifiant :
G—-C*GC=H.
a. Montrer que G appartienta & * (R").
b. Etablir que les propriétés suivantes sont équivalentes :
i. X appartient a ker (G);
il. Yk EeN, C*X €ker (H);
ili. HX=HCX =...=HC" " 'X=0.
4. Soit U appartenant a R” et G de ., (R) tels que G — C*G C = UU*. Montrer que G est définie positive si et
seulement si Pune des deux conditions équivalentes suivantes est réalisée :
i YXeR, XIU)=(CXLW)=..=(C"'XIU)=0 =» X=0;
ii. (U,C*U,(C*)2U,...,(C*)"=YU)est une base de ",

5. Soit Q appartenant a .#, (R)telleque Q—C*QC=E E}.
a. Etablir que Q est définie positive.

b. U étant un élément quelconque de R”, ¢t G la matrice de ., (R) telle que G — C*GC = UU*, montrer
quiil existe un unique polyndéme Q de R [T] vérifiant : d'Q s n—-1 et U = (Q(C))*E,.
En déduire que G=(Q(C))*Q Q(C).

¢. G étant un élément de .#, (R), prouver que G — C*G C appartient a . * (R") si et seulement s'il existe

n
n polynomes Qy, ..., Q, appartenant aR [T, tels que G = z (Q,(C))*Q 0,(C).
- Tournez la page S.V.P.
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A. Existence d’éléments f de 7, (E) tels que x;=P.

1. Dans cette question seulement on suppose que P est scindé sur R.
Montrer quiil existe f appartenant a ¢}, (E)tel que x , =P.

[29)

. Soit Q appartenant a .#, (R) telle que Q — C*Q C=E E *.
a. Montrer quil existe une base (v, ..., v,)de Etelleque G (v, ..., v,) = Q.
b. En déduire qu'il existe f appartenant 3 ', (E) el que x , = P.

3. Soient f et g appartenant a 6, (E). Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. Ire g¢(E)lofr~! = g;
ii. 3r€ GL(E)I rfr~! = g;
.y, = x,.
B. Maximumde 1 Q (g) l lorsque ligh < 1 et P(g) = 0

Dans toute la fin du probleme, f désigne un élément &, (E) de polynome caractéristique P, et g un élé-
ment de & (E) vérifiant P(g) = 0.

1. Soit uappartenant 4 E ; on note G la matrice G (1, g(u), ..., g" ' (u)).

a. X, X, ..., X, étant nréels, on pose :

X,
X = . et x= 2 x; 87 (u).
. iwl

X

Etablir que, pour tout polynéme QdeR [T},ona:

1Q(g)(x)h* = (Q(C)X)*G(Q(C) X).
b. Montrer que G — C*G C appartienta & *(R").
c. Montrer que I'on peut trouver n vecteurs u,, ..., 4, de E tels que :

VQER[T], 1Q(g ()2 =2 1Q (N (u)h

iml

2. Soit Q appartenant aR | T|. Montrer que 1Q (g)Il = 1Q (f)II.



